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Рассматривается метод энергетически оптимального 
непрерывного управления зависанием активного 
космического аппарата относительно пассивного 
аппарата, строительные оси которого занимают 
неизменное положение относительно местной 
вертикали. В результате решения общей 
вариационной задачи Лагранжа найдены оптимальные 
и квазиоптимальные управляющие воздействия, 
необходимые для осуществления зависания 
активного аппарата в заданной точке. Определены 
зависимости энергетических затрат и размеров 
зоны барражирования при выполнении зависания от 
величины периода барражирования относительно 
этой точки.

The method of energetically optimal continuous control 
of the hovering of an active spacecraft relative to a pas-
sive spacecraft, the construction axes of which occupy 
an unchanged position relative to the local vertical, is 
considered. As a result of solving the general Lagrange 
variational problem, optimal and quasi-optimal control 
actions necessary for the active device to hover at a 
given point are found. The dependences of energy costs 
and the size of the barrage zone are determined when 
depending on the value of the barrage period relative to 
this point.
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ÓÄÊ 629.78

Çàâèñàíèå îäíîãî êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàçíîâèä-íîñòåé ãðóïïîâîãî ïîëåòà (ÃÏ) [1–14]. Ïîä ÃÏ ïîíè-ìàåòñÿ òàêîå óïðàâëÿåìîå îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå (ÎÄ) äâóõ èëè áîëåå ÊÀ, â ïðîöåññå êîòîðîãî îòíî-ñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ëèáî íå èçìåíÿ-

åòñÿ, ëèáî èçìåíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó â íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííûõ ïðåäåëàõ, è, êðîìå òîãî, ýòî ðàññòîÿíèå îñòàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì èõ ðàññòîÿíèé äî öåíòðà ïëàíåòû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíàÿ öåëü óïðàâëåíèÿ ÃÏ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â ïðîöåññå åãî îñóùåñòâëåíèÿ âåêòîð   îòíîñèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ öåíòðîâ ìàññ ÊÀ ëèáî ñîõðàíÿë ñâîå çàäàííîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå   ëèáî èçìåíÿëñÿ âïîëíå îïðåäåëåííûì îáðàçîì âïðåäåëàõ  Âåêòîð  îïðåäåëÿåìûé òðåìÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî ïîëî-æåíèÿ  è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà îòíî-ñèòåëüíîé ñêîðîñòè  ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè  îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå è îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè ÊÀ, ó÷àñòâóþùèõ â ÃÏ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â åãî ïðîöåññå àïïàðàò, îòíî-ñèòåëüíîãî êîòîðîãî íóæíî îñóùåñòâèòü çàâèñàíèå, íå èçìåíÿåò òðàåêòîðèþ öåíòðà ìàññ, à óïðàâ-ëÿåìûìè ÿâëÿþòñÿ äðóãèå àïïàðàòû, ó÷àñòâó-þùèå â äàííîé îïåðàöèè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïåðâûé èç íèõ íàçûâàåòñÿ ïàññèâíûì àïïàðàòîì (ÏÀ), à îñòàëüíûå – àêòèâíûìè àïïàðàòàìè (ÀÀ).Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé çàâèñàíèÿ êàê ðàçíîâèä-íîñòè ÃÏ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ  â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà âðåìåíè  ãäå  è  – ìîìåíòû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ ÃÏ, ïðè÷åì  Òàêèì îáðàçîì, ïðè îñóùåñòâëåíèè äàííîé ðàçíîâèäíîñòè ÃÏ îáåñïå÷èâàåòñÿ íåèçìåííîñòü îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ àïïàðàòîâ, òî åñòü ÀÀ êàê áû çàâèñàåò îòíîñèòåëüíî ÏÀ â íåêîòîðîé òî÷êå, îòñòîÿùåé îò ÏÀ íà ðàññòîÿíèè R0 è èìåþùåé ïîñòîÿííûå óãëîâûå êîîðäèíàòû  Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî ïîëîæåíèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïîçíàâàíèÿ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îñóùåñòâëåíèÿ ñòûêîâêè ñ 
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îðáèòàëüíûìè ñòàíöèÿìè, îáîðóäîâàííûìè íåñêîëü-êèìè ñòûêîâî÷íûìè óçëàìè, ñïàñåíèÿ ýêèïàæåé ïèëîòèðóåìûõ ÊÀ â àâàðèéíûõ ñèòóàöèÿõ è ò. ä.Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè äâèæåíèÿ ÊÀ ïðè îñóùåñòâëåíèè çàâèñàíèÿ öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü â îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ÎÑÊ), ïî îñÿì êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ ñòðîèòåëüíûõ îñåé ÏÀ. Íàèáîëåå ÷àñòî â êà÷åñòâå òàêîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ îðáèòàëüíàÿ ÎÑÊ, íàïðàâëåíèå îñåé êîòîðîé ñâÿçàíî ñ íàïðàâëåíèåì ìåñòíîé âåðòèêàëè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíà-ìèêó äâèæåíèÿ ÊÀ â ýòîé ÎÑÊ, ìîãóò áûòü çàïè-ñàíû â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå â âèäå [2–7]:                           (1)ãäå  – óïðàâëÿþùåå óñêîðåíèå,  – óïðàâëÿ-þùåå âîçäåéñòâèå, m – ìàññà ÀÀ,  – êâàäðàòíûå ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà, âèä êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì îðáèòû ÏÀ.Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ çàâèñàíèÿ ÀÀ â çàäàííîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êîîðäèíàò  íåîáõîäèìî îáåñïå-÷èòü ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé êðàåâûå óñëîâèÿ  Ïîäñòàâèâ ýòè óñëîâèÿ â óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷èì âåêòîð-ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùóþ ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è:                                                      (2)Ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû (ÝÇ) íà ðåàëèçàöèþ óïðàâëåíèÿ (2) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì
                                                  (3)èëè ñîîòíîøåíèåì                                                     (4)Â ñëó÷àå, êîãäà îðáèòà ÏÀ, ñ êîòîðûì ñâÿçàíî íà÷àëî ÎÑÊ, áëèçêà ê êðóãîâîé, à â êà÷åñòâå íåçàâè-ñèìîé ïåðåìåííîé âûáðàíî áåçðàçìåðíîå âðåìÿ  ãäå  –óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùåíèÿ ÏÀ âîêðóã öåíòðà ïëàíåòû, à t – ðåàëüíîå âðåìÿ, ýëåìåíòû ìàòðèöû  â íàêëîííîé îðáèòàëüíîé ÎÑÊ xyz ÿâëÿþòñÿ ïîñòî-ÿííûìè [8]:      Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòàâëÿþùèå âåêòîð-ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ (2) áóäóò òàêæå ïîñòîÿííûìè âåëè÷è-íàìè    çàâèñÿùèìè îò äàëüíîñòè  è óãëîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè çàâèñàíèÿ  à ÝÇ, êðîìå òîãî, åùå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè çàâèñàíèÿ T.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàâèñàíèÿ ÀÀ ñòðîãî â çàäàííîé òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè  â ñîñòàâ äâèãàòåëüíîé óñòàíîâêè (ÄÓ) óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì 

öåíòðà ìàññ ÀÀ äîëæíû âõîäèòü, åñëè ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì ìàññû ÀÀ â ïðîöåññå ìàíåâðà, äâèãà-òåëè ïîñòîÿííîé òÿãè, ðàáîòàþùèå â íåïðåðûâíîì ðåæèìå. Òàêîé ðåæèì, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íèì ïîâûøåííûå ÝÇ ÿâëÿþòñÿ íåäîñòàòêîì ðàññìîòðåí-íîãî ìåòîäà óïðàâëåíèÿ çàâèñàíèåì. Îäíàêî íà ïðàê-òèêå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåò íåîáõîäèìîñòè æåñòêî ôèêñèðîâàòü ïîëîæåíèå ÀÀ â çàäàííîé òî÷êå çàâè-ñàíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè îñëà-áèòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ, òî åñòü äîïóñòèòü íåêîòîðóþ ñâîáîäó ïåðåìåùåíèÿ ÀÀ îòíîñèòåëüíî äàííîé òî÷êè, òî ýòî ïîçâîëèò ñíèçèòü òðåáóåìûå ÝÇ. Ïðè òàêîì óïðàâëåíèè íåîáõîäèìî óäåðæèâàòü ÀÀ â íåêî-òîðîé çîíå îòíîñèòåëüíî òî÷êè çàâèñàíèÿ, ðàçìåðû êîòîðîé îãðàíè÷åíû è èìåþò äîñòàòî÷íî ìàëóþ âåëè-÷èíó. Ðåàëèçîâàòü ýòî ìîæíî, åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðàâëåíèÿ çàâèñàíèåì òàêóþ ðàçíîâèäíîñòü ÃÏ, êàê áàððàæèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî çàäàííîé îïîðíîé òî÷êè. Õàðàêòåðíîé åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÀÀ ïåðèîäè÷åñêè ÷åðåç âðåìÿ , íàçûâàåìîå ïåðèîäîì áàððàæèðîâàíèÿ, äîëæåí âîçâðàùàòüñÿ â çàäàííóþ îïîðíóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðèçóåìóþ çíà÷åíèåì âåêòîðà  Ïðè íåáîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ ÀÀ òàêàÿ ðàçíîâèä-íîñòü áàððàæèðîâàíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçíîâèäíîñòü çàâèñàíèÿ îêîëî äàííîé îïîðíîé òî÷êè.Äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ íåïðåðûâíûõ ïðîãðàìì óïðàâëåíèÿ êîìïëàíàðíûì áàððàæèðîâàíèåì îòíî-ñèòåëüíî çàäàííîé îïîðíîé òî÷êè ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:
       
                          (5)ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [6] â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îáùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è Ëàãðàíæà, òî åñòü çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà  êîãäà íà âåêòîðíóþ ôóíêöèþ  íàëîæåíû äèôôåðåí-öèàëüíûå ñâÿçè, çàäàâàåìûå ëèíåéíîé äèíàìè÷å-ñêîé ìîäåëüþ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÀÀ â îðáè-òàëüíîé ÎÑÊ [15–18]. Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïîñòî-ÿííûå  ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êðàåâûõ óñëîâèé è ïåðèîäà áàððàæèðîâàíèÿ .Ïðè áàððàæèðîâàíèè îòíîñèòåëüíî çàäàííîé îïîðíîé òî÷êè ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:                  ãäå  – çíà÷åíèÿ âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî ñîñòî-ÿíèÿ ÀÀ â ìîìåíò íà÷àëà è â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ î÷åðåäíîãî öèêëà áàððàæèðîâàíèÿ. 

Гончаревский В.С. Оптимальное непрерывное управление зависанием космического аппарата
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Áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ èíæåíåðíîé ïðàêòèêè ïðåä-ñòàâëÿåò îòûñêàíèå êâàçèîïòèìàëüíûõ ïðîãðàìì óïðàâëåíèÿ ÃÏ, òî åñòü ïðîãðàìì, áëèçêèõ ê ðàññìî-òðåííûì îïòèìàëüíûì ïðîãðàììàì ïî âåëè÷èíå ðàñõîäà ýíåðãèè, íî áîëåå ïðîñòûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Îäíà èç òàêèõ ïðîãðàìì áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [4] â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÀÀ çàêîíà èçìåíåíèÿ âåêòîðà îòíîñè-òåëüíîãî ïîëîæåíèÿ, èìåþùåãî âèä:
                                                 (6)ãäå  – âåêòîð ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.Ýòîò çàêîí ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà – Ïóàññîíà  â êîòîðîì íå ó÷òåíû ðàçíîñòíîå è êîðèîëèñîâî óñêîðåíèÿ. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýêñòðåìàëè (6) è åå ïåðâîé ïðîèçâî-äíîé, à òàêæå êðàåâûå óñëîâèÿ     ïîñëå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëó-÷àåì çíà÷åíèå âåêòîðà ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:
     ãäå                     Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèÿ (6) è åãî ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèå (1) äàåò êâàçèîïòèìàëüíóþ ïðîãðàììó óïðàâëåíèÿ:
                                                   (7)ãäå
     Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (7) â ñîîòíîøåíèå (4), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîêàçàòåëÿ ðàñõîäà ýíåðãèè:
                                                    (8)ãäå
         Ïðè îñóùåñòâëåíèè áàððàæèðîâàíèÿ îòíîñè-òåëüíî çàäàííîé îïîðíîé òî÷êè âõîäÿùèå â ñîñòàâ 

ïðîãðàììû (8) ïàðàìåòðû  âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðàåâûå óñëîâèÿ è ïåðèîä áàððàæèðîâàíèÿ ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
    à çàêîí èçìåíåíèÿ âåêòîðà  íà ïðîãðàììíîé òðàåê-òîðèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (6), ãäå ïðîèç-âîëüíûå ïîñòîÿííûå  Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ  â ñîîòíî-øåíèå (8), ïîëó÷èì âåëè÷èíó ïîêàçàòåëÿ ÝÇ, òðåáó-åìûõ äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî áàððàæèðîâàíèÿ:
Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà áàððàæèðîâàíèÿ, íàéäåííîå èç óñëîâèÿ
                           (9)ãäå
   Ïðè êîìïëàíàðíîì áàððàæèðîâàíèè â îðáèòàëüíîé ÎÑÊ
   è ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîêàçàòåëÿ ÝÇ è ïåðèîäà ý ïðèíè-ìàþò âèä:
Åñëè  òî äëÿ ý èìååì îñîáûé âèä ðåøåíèÿ:
                Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëó÷àé, êîãäà çàäàííàÿ îïîðíàÿ òî÷êà ëåæèò íà êðóãîâîé êîìïëàíàðíîé îðáèòå. Òîãäà  è, ñëåäîâàòåëüíî,  Âèäíî, ÷òî çäåñü ïîêàçàòåëü ÝÇ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè âûñîò îðáèò  è ïåðèîäà áàððàæèðîâàíèÿ , ïðè÷åì îïòè-
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Рис. 1. Зависимость показателя энергетических затрат от величины 

периода барражирования

Рис. 2. Характер изменения составляющих управления и координаты x 

в течение цикла барражирования

Гончаревский В.С. Оптимальное непрерывное управление зависанием космического аппарата
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ìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòî-ÿííîé. Ïîêàçàòåëü ÝÇ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ,    Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâè-ñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ   îò âåëè÷èíû ïåðèîäà . Âèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå ïåðèîäà îò åãî ýêñòðå-ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ìåíüøóþ ñòîðîíó ïðèâîäèò ê áîëåå çíà÷èòåëüíîìó âîçðàñòàíèþ ÝÇ, ÷åì àíàëî-ãè÷íûå îòêëîíåíèÿ â áîëüøóþ ñòîðîíó. Îäíàêî çäåñü íàäî åùå ó÷èòûâàòü, ÷òî ñ ðîñòîì  óâåëè÷èâàþòñÿ ðàçìåðû çîíû áàððàæèðîâàíèÿ. Êâàçèîïòèìàëüíûå óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìåþò âèä  à ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ïðîãðàììíàÿ òðàåêòîðèÿ     Âèäíî, ÷òî áàð-ðàæèðîâàíèå ïðîèñõîäèò âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ìåñòíîìó ãîðèçîíòó, ïðè ýòîì ðàçìåðû çîíû áàððà-æèðîâàíèÿ    ïðè çàäàííîé ðàçíîñòè âûñîò  ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû ïåðèîäó . Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé è êîîð-äèíàòû x â òå÷åíèå îäíîãî öèêëà áàððàæèðîâàíèÿ ïðè  èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 2.
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