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Результаты ранее опубликованных работ связаны 
с введением модели широковещательного канала, 
понятий совместной информации, информационной 
емкости и неопределенности, а также с 
доказательством обратной теоремы кодирования. 
Выполняется доказательная оценка максимальной 
вероятности ошибки кода в исследуемом канале, 
которая необходима для доказательства прямой 
теоремы кодирования. Совокупность полученных 
результатов развивает исследования известных 
моделей широковещательных каналов и обеспечи-
вает условия оценки информационной 
эффективности. 

The results of previously published papers are related 
to the introduction of the broadcast channel model, the 
concepts of shared information, information capacity 
and uncertainty, as well as the inverse coding theorem 
proof. The code error maximum probability evidentiary 
estimate in the channel under study, which is necessary 
to prove the direct coding theorem, is performed. The 
totality of the results obtained develops studies of well-
known broadcast channels models and provides condi-
tions for evaluating information efficiency. 

Остроумов / Ostroumov O. 
Олег Александрович 
(oleg-26@mail.ru) 
кандидат технических наук. 
ВАС им. С. М. Буденного, 
преподаватель. 
г. Санкт-Петербург 

Введение 

В работах [1, 2] с целью получения точных оценок 
информационной эффективности дискретного широ-
ковещательного канала (ШВК) без памяти приведена 
постановка задачи кодирования, введена информаци-
онная мера совместной информации (СИ) [1], описыва-
ющая передачу сообщения, и выполнено всестороннее 
исследование ее свойств. В [3] введены понятия инфор-
мационной емкости и неопределенности канала, а также 
доказана обратная теорема кодирования. Цель даль-
нейшего изложения состоит в том, чтобы доказать, 
что для дискретного ШВК (ДШВК) информационная 
емкость С* и пропускная способность совпадают. Для 
этого требуется доказать прямую теорему кодиро-
вания, в которой утверждается существование кода 
со скоростью R < С*, обеспечивающего сколь угодно 
малую заданную наперед вероятность ошибки. Для 
этого необходимо сформулировать и доказать теорему 
о максимальной вероятности ошибки кода в ДШВК, 
результаты которой используются в доказательстве 
прямой теоремы кодирования. Полученные резуль-
таты углубляют известные исследования по оценке 
моделей ухудшающегося [4-7], релеевского [8, 9] и 
Гауссовского [10-13] ШВК. 

Обозначения, предположения и необхо-
димые результаты предыдущих исследований 

В [1, 2] показано, что передача сигналов по ШВК 
определяется двумя каналами с общим входным 
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алфавитом X, выходными алфавитами Y, M, которые 
представляются тремя дискретными множествами с 
сообщениями хеХ, yeY, теМ. На основе ансамбля 
{XYM, р(х, у, т)}, где />(•) - вероятность события [14, 
15], который образован всеми тройками (х,у,т) е XYM 
и ансамблей {Х,/?(:*:)}, [Y,p(y)). {М,р(т)} , {XY,p(x,yj\, 
{ХМ,р(х,т) } в [1, 2] введено понятие среднего количе-
ства СИ F[X-,Y\M). В случае если добавлен еще один 
канал с ансамблем |XZ,p{x,z^, определено 
понятие условной средней СИ F(X\Y\MIT). 

В [3] доказано, что при условии если каждая состав-
ляющая ШВК описывается моделью дискретного симме-
тричного канала (ДСК) [16, 17], равномерное входное 
распределение вероятностей ШВК [14, 15] обеспечит 
максимальную величину средней СИ. Показано, что 
информационная емкость С* определяется посред-
ством СИ С' =maxF(X; Y;M). 

Пусть для любых последовательностей 
хеХ", yeY", теМ", где X - декартова n-я степень 
множества X (т.е. совокупность последовательно-
стей длины n элементов множества (алфавита) X), Y" 
- декартова n-я степень множества Y, М" декартова 
n-я степень множества M задано распределение р (х ) 
на входных последовательностях ШВК х е Х " . Оно 
совместно с условными вероятностями, посредством 
которых задается ШВК {X"YnM",p(y Ix),p(mlx)], 
определяет{х"У"М",р[у lx),p{ml х),р(Зс)|. 

Рассмотрим ШВК с переходными вероятностями 
p(ylx)n р(т/х), хеХ" ,yeYnтеМ".Пусть F(x;y;m) 
- совместная информация между тремя последова-
тельностями х е X", у е Y", те М", вычисленная 
по распределению р(х), и согласно утверждения [1] 
F(X;Y;M) = l(Y;M). где /(•;•) - взаимная информация 
ансамблей [18]. Тогда для F(x;y;m) запишем: 

максимальной вероятности ошибки кода для условий 
ДСК называется доказательством неравенства Файн-
стейна и приведено в [18-20]. 

Теорема о максимальной вероятности ошибки кода 
в дискретном широковещательном канале связи 

Теорема. Пусть т - произвольнее положительное 
число, S - произвольное подмножество X и р(х) -
произвольное распределение на X . Тогда для каждого 
п,п = 1,2, ... . существует код С^иД^каждое слово кото-
рого принадлежит S, а максимальная вероятность Л„ 
ошибки декодирования удовлетворяет неравенству 

(3) 

где Рг^) - вероятность того, что в соответствии с распре-
делением р(х) случайно будет выбрана х принадле-
жащая подмножеству S 

Pr (s)=Y,p(x), 
jceS 

и вероятность множества к, 

Prfc)= %р(х)р(т/х)р(у/х). (i.y.SiJsK, 

(4) 

(5) 

Доказательство. Для доказательства существо-
вания кода, указанного в теореме, будем пользоваться 
методом, который называется методом максимальных 
кодов [19, 20]. В соответствии с этим методом, содер-
жание которого будет изложено ниже, покажем, что 
для всякого фиксированного а > 0 можно построить 
код G(п, R)с Ап=а .каждое слово которого принадлежит 
S, а скорость R удовлетворяет неравенству 

F(x;y;m)= log р(у/тУ\_Л ( р{т/у) 

Р(У) 
= log 

р{т) 
= log 

/ р(т,у) 
р(т)р(у). (1) 2"" >2'"[Рг(5,)а-(1-Рг(Гх))]. (6) 

где 

Piy/m) = ' Р(У'т)= Т,р(х)р(т/х)р(у/х), 

piy) = ̂ p{x)piylx), р{ш/у)=Р^, 

p(m) = J]p(x)p(m/х). 

Обозначим S - некоторое подмножество X, а V, -
множество таких троек (х,у,т), что F{x;y;m) >т, где 
т - некоторое положительное число: 

К ={{x,y,m):F{x-,y,m)>m]. (2) 

Очевидно, что неравенство (6) эквивалентно нера-
венству (3)и, следовательно, доказательство существо-
вания кода, скорость которого удовлетворяет нера-
венству (6), эквивалентно доказательству утверж-
дения теоремы. Предположим, что Л„ Pr(£) > 1 - Pr(FT). 
В противном случае, утверждение теоремы тривиально, 
так как неравенство (6) выполняется при 2nR = 1, а код 
из одного кодового слова имеет вероятность ошибки 
декодирования, равную нулю. Зафиксируем некоторое 
п и построим код длины п, выбирая кодовые слова из 
множества S. Для того чтобы определить решающие 
области, введем в рассмотрение для каждого х е X" 
множество D(x) (см. рис. 1): 

D(x) = {(j,m)\yeY",meM",F(x;y;m)>nx}. (7) 
Ниже будет доказана истинность неравенства о 

максимальной вероятности ошибки кода для условий 
исследуемой модели ШВК. Доказательство теоремы о 

Тогда множество ^ можно определить следующим 
образом: 
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Ут = {(*, у, т): х б X", (у, т) е D(x)}. (8) 

Пусть Mj,M2,...,MMi) - кодовые слова. Считаем, что 
решающие области L^^,. . . , !^ определяются следу-
ющим способом: 

L,=D(Ul), L=D(uJ\(JL , i = 2,...,М0 
j=i 

X, = Pr((m,у)g L, !u,)< a, i = 1,...,M„, 

МК) = 2>((™. jO e D(x)/x)p(x) = 
Xя 

= £Pr((m, У)* D(x)/x)p(x)+ e D(x)/x)p(x). 
s ™ (13) 
Так как 

(9) 
X Pr((m, y) e D(x)/x)p{x) < = 1 - Ms), 

(14) 

где \ - знак вычитания множеств (С \ N есть множе-
ство всех элементов, принадлежащих С, но не принад-
лежащих N). 

Предположим, что можно выбрать М0 кодовых слов, 
где каждое принадлежит множеству S, и М0 реша-
ющих областей, удовлетворяющих условиям (9), причем 
условные вероятности ошибок декодирования Xt удов-
летворяют 

(10) 

где а произвольное число из интервала (0, 1]. 
Предположим, что М0 - это максимальное число, 

для которого можно осуществить указанный выбор. 
Покажем, что М0 > 1, т. е. что существует по крайней 

мере одно кодовое слово из S, удовлетворяющее 
указанным выше условиям. Для этого предположим 
противное, а именно что для всех х е SX выполняется 
неравенство 

Рг((тя,5?)е£>(х)/х)<1-а. ( 1 1 ) 

Тогда должно выполняться следующее неравенство: 

XPr((m,у) б D(x)/x)p(x) < (l -a )Pr (s ) . 
ms (12) 

С другой стороны, из формулы (8) следует, что 

то Prfc) < (l - а)Рг(5)+1 - Pr(s) = 1 - a Pr(s) < 1 - Л„ Pr(s), 
что противоречит исходному предположению о том, 
что Лп Pr(s) > 1 — Prfc).Таким образом, М0 > 1 и хотя бы 
один шаг при построении кода выполнить можно. М0 

есть объем максимального кода. К выбранному коду 
нельзя добавить ни одного слова так, чтобы оно принад-
лежало множеству S и не были нарушены условия 
(10). Следовательно, для любого х е S должно выпол-
няться неравенство 

/ м„ /л 
(m,y)eD(x)\(ji. 

Рг < 1 - а . 
(15) 

В противном случае, выбор можно было бы продол 

жить, положив ыМо+1 = х и IMo+1 =£)(jc)\^J.Z/y; при этом 
i=1 

^Мо+1 < а и код не был бы максимальным. Так как для 
произвольных событий С, N выполняется неравен-
ство Рг(С\ЛГ)>Рг(с)-Рг(Лт) [14, 15, 21], то, используя это 
неравенство для оценки левой части соотношения (15), 
получим 

( м0 \ 
Pr((w, у) е D(x)/Зс) < 1 - a + Рг (rh,y)e\jL]/х 

м (16) 

Это неравенство имеет место для всех последова-
тельностей х e S , поэтому левую и правого его части 
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можно усреднить по S. Для этого умножим обе части (16) 
на^(х) и просуммируем по х е S.В результате получим 

£Pr((m, j/)e D(x)/х)р(х)< (l - a)Pr(s)+ 

+ Рг x^S^m^^Lj 
, J»1 J 

Из соотношений (13) и (4) следует, что 

2>( (™.30 е D{x)!x)p{x) = Pr(Fj-
s 

xn\s 

>Pr(Vz)-l + Pr(s). 

Pr 

Рг 
м0 м0 \ Г 

xeS,{m,y)e{jL. <Рг (т,у)е\JL, 
. J-1 / v м У 

° / \ 

м 

^р(у/т)) _ , ( р(т/у) log 
Р(У) 

/ (— 

= log 
Ч У\Г} \ Р{т) J 

> ИТ 

и следовательно, 

р{у/т)> р{у)Т\ 

P r ( y e Z ) < 2 " \ (24) 

(17) 

Подобным образом, выполняя преобразования как 
в (21) - (24) получаем 

Рг ( теХ . )<2 - "\ (25) 

Для совместной вероятности р(у,Ш) можно записать 

(18) 

p{y,m)=p(ylm)p(m)<p(m), 

p{y,m)<p(m), 

(26) 

(27) 

Используя это и предыдущее неравенство, можно 
получить, что 

Г м0 \ 

где знак равенства в (27) будет в случае совпадения 
у и m . Используя (26) и (27), рассмотрим вероятность 

х е S,(m.y)e (J i , < aPr(5)-[l-Pr(Ft)]. 
. м ) (19) 

Теперь, чтобы завершить доказательство теоремы, 
необходимо связать левую часть этого неравенства с 
числом М 0 . Для этого с использованием леммы о не 
превышении вероятности объединения М0 множеств 
решающих областей над суммой М0 членов из веро-
ятностей этих областей заметим, что 

Рг(/и еL } )= 2 ^ р ( у , т ) - -
т е Lj yeLj т eLj y£Lj 

= Pr ({y,m)eL])+ 
meLjytLj 

Тогда 

Pr(w eLj)> Pr((y,m)eLj), 

(28) 

(29) 

где знак равенства в (29) будет в случае совпадения 
у и т . Подобным образом выполняя преобразования 
как в из (21) - (24) получаем 

(20) Pr(yeZ,)>Pr(frm)eL,). (30) 

Оценим вероятность Рг((йг,у) е L t ) того, что пара 
выходных последовательностей канала ШВК попадет 
в решающую область Lj. Для любой тройки (х ,у ,т ) , для 
которой F(x;y;m) > т, имеет место неравенство 

(21) 

(22) 

Суммируя обе части последнего неравенства по всем 
у е d ( x j ) , получим следующую цепочку неравенств: 

1 > Pr(j7 е D(x.)/m)>Vr(y е о(х . ) )2" > Pr(y е l)?" , 
(23) 

где последнее неравенство есть следствие того, что 
Lj - подмножество d ( x j ) . Тогда 

Учитывая неравенства (19), (20), (24), (30) (или (19), 
(20), (25), (29)), а также что М0 =2"" и \ <а , получим 
неравенство (3). 

Теорема доказана. 

Возможность применения результатов 
теоремы для доказательства прямой теоремы 
кодирования 

В теореме утверждается существование кода, 
слова которого принадлежат S с X" и максимальная 
вероятность ошибки определяется в соответствии с 
(3). Значение правой части неравенства можно изме-
нять, меняя величины слагаемых и соотношение между 
ними за счет выбора т и распределения вероятностей 
на входе. Для доказательства прямой теоремы кодиро-
вания ШВК необходимо установить, можно ли подо-
братьт и входное распределение так, чтобы оба слага-
емых убывали к нулю при возрастании п. Покажем, 
что эта задача сводится к исследованию случайной 
величины —F(x;y;m). Предположим, что S = X", тогда 

п ' 
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Рг(5) = 1 при любом распределении на входе. Положим 
R = C*-e,£> О, и 

т = С*-~, 
2 (31) 

где С* - информационная емкость канала ШВК, опре-
деляемая соотношением 

С*= sup -F(X'iY";M"), 
(32) 

и верхняя грань разыскивается по всем ПИ р{х). Тогда, 
как это следует из (3), первое слагаемое равно 2""6'2 и 
стремится к 0 при возрастании n. Второе слагаемое 
определяется поведением Рг(^ ), которую можно пред-
ставить: 

Рг(к,) = 1 -Рг (v , ) = Pr -F(x;y;m)<C*-^j = 

= Prl-F(x;y;m)<-F(X',;Y";M")-
[и и 

2 (33) 

Предположим, что при каждом п выбирается такое 

р(х), при котором достигается максимум —F(xn',Y"\Mn} . 
Тогда найдется n такое, что п 

п 4 (34) 

Pr(K ) < Prf— F(x; у; т)<-f(x" 

Для ШВК верхняя грань в (32) достигается при п оо, 
поэтому (34) выполняется для больших n и вопрос о 
оценке вероятности ошибки сводится к исследованию 
правой части (35). Если вероятность того, что —F(x;y;m) 

1 , . п 
отличается от —F\X"\Yn\M'') на величину, большую 
чем —, убывает с ростом n, тогда убывает с ростом п 
также и максимальная вероятность ошибки. 

Заключение 

Основные результаты статьи заключаются в строгом 
доказательстве теоремы о максимальной вероятности 
ошибки кода в ДШВК, которая утверждает о суще-
ствовании кода, слова которого принадлежат S с X" 
и максимальная вероятность ошибки ограничивается 
выражением (3). Рассмотренная возможность приме-
нения теоремы для доказательства прямой теоремы 
кодирования позволит в последующих исследованиях 

применить результаты доказанной теоремы и указанную 
выше возможность для доказательства прямой теоремы 
кодирования ШВК. Полученные результаты разви-
вают известные исследования различных моделей 
широковещательных каналов [4-13]. Цель дальней-
шего исследования состоит в том, чтобы показать, что 
существуют коды с произвольно малой вероятностью 
ошибки при условии, что скорость кода не превосходит 
информационную емкость ШВК. Вместе с обратной 
теоремой кодирования [3] это является доказатель-
ством того, что информационная емкость и пропускная 
способность [1, 2] совпадают посредством изложения 
доказательства второй фундаментальной теоремы -
прямой теоремы кодирования исследуемого канала. 
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