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В статье рассматривается класс методов поиска глобального минимума для скалярной целевой функции многих 
переменных при наличии параллелепипедных ограничений. Предлагаемый подход существенным способом 
базируется на парадигме Канторовича. Задача параметрической идентификации формулируется как задача 
определения параметров аналитического описания с одновременной оценкой верхней и нижней границ для 
интервалов значений оцениваемых параметров. Описанный класс методов ориентирован на задачи системного 
анализа и параметрической идентификации в интервальной постановке. Ключевыми особенностями являются 
сходимость метода за конечное и заранее рассчитываемое количество шагов и возможности реализации 
на вычислителях с параллельной архитектурой.  В работе рассмотрены ключевые особенности и варианты 
формулировки оптимизационных задач в интервальной постановке. Приводятся результаты решения тестовых 
задач.

The paper describes a class of methods for finding the global minimum for a scalar objective function of many variables in 
the presence of parallellipiped constraints. The proposed approach is essentially based on Kantorovich's paradigm. The 
problem of parametric identification is formulated as the problem of determining the parameters of the analytical descrip-
tion with the simultaneous assessment of the upper and lower boundaries for the intervals of the values of the evaluated 
parameters. The described class of methods is focused on the tasks of system analysis and parametric identification in 
interval setting. The key features are the convergence of the method for a finite and pre-calculated number of steps and 
the possibility of implementation on computers with a parallel architecture. The paper discusses the key features and vari-
ants of formulation of optimization problems in interval formulation. The results of solving test problems are presented. 

Метод сжимающихся интервалов на регулярной сетке для поиска 
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Введение

В работе описывается класс методов поиска глобаль-
ного минимума для скалярной целевой функции многих 

переменных в заданном интервале значений пере-
менных. Метод разработан для решения оптимиза-
ционных задач системного анализа и параметриче-
ской идентификации.  
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Предлагаемый подход существенным способом бази-
руется на парадигме Канторовича [1]. В этой работе 
задача параметрической идентификации формулиру-
ется как задача определения параметров аналити-
ческого описания с одновременной оценкой верхней 
и нижней границ для интервалов значений оценива-
емых параметров. Далее для идентификации такого 
способа описания оптимизационной задачи использу-
ется определение «интервальный». 

Такая постановка существенно опередила свое время, 
в первую очередь в части возможностей вычислительной 
техники. Современные тенденции в области вычис-
лительной техники выражаются во взрывном росте 
производительности по числу операций как для моно-
кристальных многоядерных решений, так для сетевых 
кластерных систем. Это открывает ряд новых возмож-
ностей для задач системного анализа, параметриче-
ской идентификации, распознавания образов и т. д. в 
постановке Канторовича. Обзор современного состо-
яния в этой области выполнен в работе [2].

Оптимизационная задача в интервальной постановке:

                (1)

                                  (2)

Обозначение  в (1) обозначает абсо-
лютный минимум, что допускает, что на исходной 
области неопределенности могут быть локальные мини-
мумы. Таким образом, не предполагается, что целевая 
функция является унимодальной.

Для системы ограничений вида (2) в литературе 
используютcя разные определения: «параллелепи-
педная» [3], «ограничения в виде бруса» [4] и т. п. 
В интервальной постановке оптимизационная задача 
подразумевает двоякое использование границ интер-
валов  и  В терминах теории методов нелиней-
ного программирования это ограничения области, на 
которой требуется определить минимум функции. В 
интервальной постановке в формулировке (2) требу-
ется определить границы области. 

Соответственно, их следует рассматривать как 
переменные, которые влияют на значение целевой 
функции косвенным образом. С практической точки 
зрения значения интервалов неопределенности  
можно трактовать как точность определения опти-

мальных значений переменных. Без ограничения 
общности можно принять, что значения переменных 
находятся в интервале неопределенности с границами 
[0, 1]. Это обеспечивается соответствующим масшта-
бированием переменных исходной прикладной задачи. 
Описываемый класс методов базируется на использо-
вании интервальной формулировке оптимизационной 
задачи (1)–(2). Для его идентификации используется 
определение «методы сжимающихся интервалов». 

Оптимизационные задачи для невыпуклых и не 
унимодальных целевых функций требуют использо-
вание того или иного варианта перебора. В силу этого 
размерность пространства переменных  срав-
нительно небольшая. Предлагаемый подход базируется 
на разных вариантах реализации алгоритмов перебора, 
обеспечивающих эффективную реализацию на много-
ядерных или кластерных вычислительных структурах. 

В работе рассматриваются разные варианты реали-
зации единого подхода. При этом важно различать два 
разных типа прикладных задач: c известным мини-
мальным значением целевой функции и с произвольным 
значением.

Концепция метода сжимающихся интер-
валов

Ключевую идею предлагаемого подхода рассмотрим 
применительно к задаче поиска глобального минимума 
для скалярной функции одной переменной. При рассмо-
трении многомерного аналога будут описаны вари-
анты его реализации. Ближайшим аналогом алгоритма 
является метод «сжимающего перебора», описанный 
в работе [3]. Это эвристический алгоритм, который 
представляет собой вариант метода случайного пере-
бора для поиска глобального минимума функции одной 
переменной произвольного вида. Существенно, что этот 
алгоритм фактически использует интервальную форму-
лировку (1)–(2) для задачи поиска глобального мини-
мума на заданном интервале значений.

Алгоритм в пошаговом режиме производит после-
довательное сжатие интервала. Для этого используется 
набор точек внутри текущего интервала, генерируемых 
случайным образом. Границы нового интервала назна-
чаются исходя из найденной точки  (точки мини-
мума функции). В качестве новых границ интервала 
берутся точки, соседние с точкой . Когда размер 
интервала становится меньше заданного порогового 
значения, поиск завершается. Главный недостаток этого 
метода заключается в том, что метод при наличии 
нескольких локальных минимумов может сходится к 
точке локального минимума. При этом использование 
случайного набора точек внутри текущего интервала 
неопределенности означает, что исход применения этого 
метода в смысле решения оптимизационной задачи 
является вероятностной величиной. 

Применительно к задачам параметрической иден-
тификации в режиме реального времени метод сжима-
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ющего перебора имеет другой важный недостаток. Для 
таких систем критически важно обеспечить оценку пара-
метров за время, не превышающее заданное пороговое 
значение. Это время при исходном варианте метода 
«сжимающего перебора» становится случайной вели-
чиной. Это делает использование исходного варианта 
метода проблематичным, особенно если учесть необ-
ходимость использования его как основу для много-
мерных задач.

Для иллюстрации будет использована модифициро-
ванная тестовая функция из [2], представленная на рис. 1a). 
Модификация заключается в добавлении константы 
+1 к значению функции с тем, чтобы в точке мини-
мума функция принимала значение 0. Кроме этого, в 
иллюстративных целях изменены границы интервалов. 

Как следует из рис. 1a), исходная тестовая функция 
на интервале [-5.5, 7.5] имеет 7 локальных минимумов. 
Попутно следует отметить, что альтернативы интер-
вальной постановке задачи поиска глобального мини-
мума нет. Действительно, использование другого интер-
вала, например, [2, 7.5] для этой же функции дает 
как другое количество локальных минимумов, так и 
другое значение аргумента, соответствующего мини-
муму функции. 

Использование случайного набора точек, как в методе 
«сжимающего» перебора, имеет достаточно большую 
вероятность после первого шага получить границы интер-
вала в окрестности одного из 7 локальных минимумов. 
Фактически это означает, что глобальный минимум 
при использовании метода сжимающего перебора 

Рис 1. Тестовая функция  

Астапкович А.М. и др. Метод сжимающихся интервалов на регулярной сетке для поиска ...

1 2024 2.indd   93 21.03.2024   15:29:57



ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ТЕЛЕКОММУНИКАЦИИ

94

обнаружен не будет. Метод сжимающихся интервалов 
использует конечный набор точек, равномерно распре-
деленных внутри текущего интервала неопределен-
ности. В этой части метод родственен методу, описан-
ному в [3]. Отличие заключается в алгоритме коррек-
тировки границ интервалов. Как следует из рис. 1b), 
даже для равномерной сетки с числом узлов 11 коли-
чество фиксируемых минимумов на интервале [-5.5, 
7.5] уменьшается до 4. При этом в данном случае не 
фиксируется наличие глобального минимума. 

Одномерный метод сжимающихся интервалов реали-
зуется как конечная последовательность шагов. На 
каждом шаге сначала на дискретной сетке значений 
внутри текущего интервала неопределенности фикси-
руется значение переменной   для (1). Далее с исполь-
зованием этой информации осуществляется умень-
шение интервала неопределенности, что обеспечивает 
в конечном счете выполнение условия (2). Эта особен-
ность предопределила название «метод сжимающегося 
интервала на регулярной сетке». Метод сжимающихся 
интервалов на регулярной сетке заключается в поша-
говой корректировке границ интервала неопределен-
ности на величину текущего шага регулярной сетки. 
Алгоритм корректировки границ иллюстрирует рис. 2.

Для корректировки границ используется значение 
функции в середине текущего интервала неопреде-
ленности  Эти значения сравниваются 

с минимальным значением функции в узлах регу-
лярной сетки. На каждом шаге это значение срав-
нивается со значением функции в середине интер-
вала  и его положение относительно текущего 
значения центра интервала неопределенности  
По результатам анализа производится уменьшение 
интервала неопределенности путем изменения границ 
интервала на величину шага регулярной сетки, умно-
женного на коэффициент ускорения . 

Алгоритм корректировки границ интервала неопре-
деленности: 

Шаг 0. Задается начальное описание интервала 
неопределенности и параметры метода.

  – начальные границы интервала неопре-
деленности, и 

  – размер начального интервала 
неопределенности;

 – число точек регулярной сетки внутри интер-
вала неопределенности;

Kd – параметр скорости сжатия; 
  – пороговое значение интервала неопре-

деленности.
Шаг 1. Генерируется массив значений аргументов 

c шагом

  

Рис. 2. Алгоритм корректировки границ
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Производится расчет массива значений целевой 
функции 

Шаг 2. Массивы  и  используются для нахож-
дения пары   где  имеет 
минимальное значение.

Шаг 3. Корректировка границ интервала неопреде-
ленности путем сравнения значений  и  
cо значениями в середине интервала 

         
по следующим правилам:

Шаг 4. Производится проверка критерия оста-
новки для нового размера интервала неопределён-
ности на m-м шаге :

– если   то процедура 
поиска минимума завершается переходом к шагу 5;

– если   то осуществляется переход 
к шагу 1.

Шаг 5. Оценка точности полученного решения с 
использованием значений 

Если имеется априорная информация о пороговом 
значении целевой функции  то алгоритм изме-
няется следующим образом:

Шаг 4. Производится проверка критерия оста-
новки на m-м шаге :

– если  то процедура поиска мини-
мума завершается переходом шагу 5;

– если  то осуществляется переход 
к шагу 1.

Шаг 5. Производится проверка критерия оста-
новки для нового размера интервала неопределен-
ности на m-м шаге :

– если  то процедура 
поиска минимума завершается переходом к шагу 6;

– если  то осуществляется переход 
к шагу 1.

Шаг 6. Оценка точности полученного решения с 
использованием значений  и 

Ключевое отличие метода заключается в коррек-
тировке границ интервала неопределенности с после-
довательным уменьшением шага сетки. При этом 
имеется четкий критерий завершения итераций в 
виде условия (2).

Параметрами алгоритма являются:  – количе-
ство точек регулярной сетки и  – коэффициент 
ускорения. Эти параметры выбираются из специ-
фики конкретной прикладной задачи.

Сходимость метода сжимающихся интер-
валов на регулярной сетке

Ключевое достоинство алгоритма сжимающихся 
интервалов на регулярной сетке применительно к 

задаче (1)–(2) заключается в том, что он реализу-
ется за конечное число шагов. 

Как следует из описания алгоритма в качестве 
исходных данных на m-м шаге используется текущее 
значение для границ интервала неопределенности 

 и . Соответственно, интервал неопределен-
ности равен: 

                                          (3)

Для определения минимума используется набор 
из  значений целевой функции на равномерной 
сетке внутри интервала неопределенности, включая 
границы. Таким образом, исходный интервал неопре-
деленности разбивается на   одинаковых подын-
тервалов размером

                                               (4)

Массив значений целевой функции в узлах сетки 
используется для определения значение аргумента  

 при котором целевая функция принимает мини-
мальное значение  Логика алгоритма 
такая, что для всех возможных результатов обра-
ботки происходит уменьшение интервала неопреде-
ленности на величину 

                          (5)

Таким образом, шаг сетки уменьшается в геоме-
трической прогрессии с показателем

                         (6)

Соответственно, абсолютное значение для интер-
вала неопределенности на m-м шаге равно

                            (7)

где  – начальное значение интервала неопреде-
ленности.

Из соотношения (7) получаем выражение для 
числа шагов, необходимых для уменьшения исход-
ного интервала неопределенности  до требуемого  

            (8)

Где  – пороговое значение для интервала 
неопределенности.

Выражение (7) дает возможность рассчитать коли-
чество необходимых вызовов функции для одного 
параметра

Астапкович А.М. и др. Метод сжимающихся интервалов на регулярной сетке для поиска ...
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Рис. 3. Иллюстрация к алгоритму сжимающихся интервалов на регулярной сетке 
для тестовой задачи
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                                      (9)

Соответственно, в предположении, что используется 
одинаковое количество точек регулярной сетки для  
N-мерной задачи, число вычислений функции равно

                                          (10)

Таким образом, цепочка (3)–(10) является доказа-
тельством сходимости метода сжимающихся интер-
валов для решения задачи поиска глобального мини-
мума в интервальной постановке. Следует отметить, 
что для систем реального времени (10) дает возмож-
ность оценить время на решение задачи (1)–(2). А 
это, в свою очередь, дает возможность выработки 
спецификации на вычислительные ресурсы встро-
енной системы управления, включая архитектуру 
вычислителя.

Одномерная тестовая задача

Для иллюстрации особенностей интервальной 
постановки задачи для поиска глобального мини-
мума (1)–(2) и интерпретации результатов рассмо-
трим результаты применения метода сжимаю-
щихся интервалов к тестовой функции с рис. 1. Эта 
функция имеет минимальное значение  в 
точке  В целях наглядности масштабиро-
вание функции в целях приведения к единичному 
интервалу не используется.

Видно, что приближение к минимальному значению 
функции и аргумента носит немонотонный характер 
рис. 3b) при том, что величина интервала неопреде-
ленности монотонно уменьшается в соответствии с (7). 
Согласно (8) число шагов m, которое необходимо для 
уменьшения интервала неопределенности с  
до  для  и  равно 14. На рис. 3с) 
для иллюстрации выведено пороговое значение для 
интервала неопределённости   которое пере-
секает кривую изменения интервала неопределен-
ности в точке 

Как следует из рис. 2–3, метод сжимающихся 
интервалов на регулярной сетке обеспечивает 
нахождение минимального значения аргумента для 
функции, имеющей 7 локальных минимумов. Алгоритм 
сходится к глобальному минимуму в точке  и 
обеспечивает сужение интервала неопределенности 
до назначенного значения. Численные результаты 
для разных значений параметров алгоритма  
метода приведены в табл. 1.

Следует подчеркнуть, что пороговое значение для 
интервала неопределенности  является одним 
из возможных критериев завершения итераций. При 
этом значение  характеризует априорную неопре-
деленность о значении переменной. Эта неопреде-
ленность может быть уменьшена до любого назна-
ченного значения . Соответственно, чем меньше 
значение ,тем меньше итераций потребуется.  

При анализе результатов решения оптимизаци-
онной задачи в интервальной постановке следует 

Таблица 1

*минимальное значение аргумента на сетке значений
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учитывать, что в этом случае результатом является 
как интервал значений переменной, так и значение 
целевой функции.   

В зависимости от прикладной задачи возможны 
разные варианты оценки результата в виде значения 
целевой функции  Для задач системного 
анализа это значение представляет самостоятельную 
ценность вне зависимости от его значения.  

При этом представляется естественным использо-
вать в качестве значения переменной как фактиче-
ское значение, которое определяется по  точкам, 
так и значение, соответствующее середине текущего 
интервала неопределенности 

         

Как следует из данных, приведенных в табл. 1, 
использование среднего значения в качестве мини-
мального значения обеспечивает точное решение 
рассматриваемой тестовой задачи, хотя при этом 
величина интервала неопределенности остается отно-
сительно большой. 

В зависимости от постановки задачи в ряде случаев 
может оказаться полезной информация о значении 
целевой функции на границах интервала неопре-
деленности. Это позволяет судить об устойчивости 
найденного значения.

Для задач параметрической идентификации 
целевая функция является мерой несоответствия 
данным измерения и расчетным данным с исполь-
зованием набора функций с неизвестными параме-
трами. В идеальном случае минимальное значение 
функции точно известно, и оно равно нулю. Большое 
значение для целевой функции в точке минимума 

играет роль несоответствие модели имеющимся экспе-
риментальным данным. Таким образом, метод может 
использоваться как полезный инструмент при разра-
ботке моделей. 

Двумерная унимодальная функция

Обзору современных подходов и методов для 
решения многомерных оптимизационных задач посвя-
щена монография [5]. 

Рассмотрим особенности реализации предлагаемого 
подхода и алгоритмов на его основе применительно 
к многомерным задачам. Для это рассмотрим вари-
анты реализации метода сжимающихся интервалов 
применительно к двумерным целевым функциям.  

Для задачи параметрической идентификации в 
оптимизационной формулировке значение целевой 
функции является мерой точности описания имею-
щихся экспериментальных данных используемой 
моделью. Соответственно, в идеале целевая функция 
для  имеет минимальное значение:

                      

Этот случай соответствует точному соответствию 
идентифицируемой модели экспериментальным данным. 
Таким образом, параметрическая идентификация явля-
ется как инструментом для разработки моделей на 
качественном уровне, так и методом оценки значений 
параметров модели.

Для задач системного анализа оптимальное значение 
целевой функции важно само по себе, но заранее 
неизвестно.  В этом случае выполнение условия (2) 
является ключевым критерием остановки.

Рис. 4. Тестовые 2D функции
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В этом разделе в качестве тестовой используется 
унимодальная функция Розенброка [4]. Для нагляд-
ности значения параметров не масштабировались к 
интервалам [0.1]. Линии уровней этой функций пред-
ставлены на рис. 4a).  

Функция Розенброка – это унимодальная невы-
пуклая функция, используемая для оценки произ-
водительности алгоритмов оптимизации. Считается, 
что поиск глобального минимума для данной функции 
является нетривиальной задачей. Эта задача явля-
ется стандартом де-факто для тестирования алго-
ритмов поиска экстремума.

В терминах теории методов нелинейного програм-
мирования метод сжимающихся интервалов отно-
сится к классу прямых методов. При этом на пере-
менные накладываются ограничения в виде нера-
венств. На рис. 5 приведены два варианта реализации: 
c фиксированными и плавающими границами области 
неопределенности для разного количества шагов m. 
Значению 0 соответствуют границы исходного интер-
вала неопределенности.

В варианте с фиксированными границами значения 
переменных должны всегда находится в первона-
чальной области неопределенности  которая 
описывается набором неравенств вида

              ,             (11)

где  – размерность пространства поиска.
Область неопределенности в этом случае на каждом 

шаге имеет центр, определяемый вектором, компо-
ненты которого равны значениям центров интервалов 
неопределенности переменных  И этот центр всегда 
находится внутри исходной области неопределенности.

При этом при постановке оптимизационной задачи 
следует учитывать следующие особенности. На m-м 
шаге интервал неопределенности для каждой из пере-
менных уменьшается на величину 

                       

Максимальное значение этого шага соответствует 

исходному интервалу неопределенности  

Таким образом, если целевая функция имеет «узкий» 
глобальный минимум c шириной меньшей, чем  и 
который находится на границе области неопределен-
ности, он не будет обнаружен, так как это область 
будет отброшена на следующем шаге. Соответственно, 
для целевых функций такого типа универсальным 
рецептом является увеличение  В варианте с 
плавающими границами центр области неопреде-
ленности на каждом шаге соответствует значениям 
переменных, при которых целевая функция имеет 
минимальное значение. При этом новые границы 
области могут выходить за границы исходной области 
неопределенности, но на каждом шаге область неопре-
деленности уменьшается в соответствии с базовым 
алгоритмом метода.

Следует отметить, что для варианта с плаваю-
щими границами алгоритм корректировки границ 
несколько отличается от описанного ранее. 

Для варианта алгоритма с плавающими грани-
цами для m-го шага в качестве центра интервала для 
i-переменной берется значение  Левая и правая 
границы интервалов рассчитываются с использо-
ванием половины интервала неопределенности для 

 уменьшенного на величину шага сетки на m 
шаге, умноженного на коэффициент ускорения 

Таким образом обеспечивается монотонное умень-
шение интервалов неопределенности по каждой пере-
менной по закону геометрической прогрессии. Соответ-
ственно, значения интервалов неопределенности для 
каждой из переменных не отличаются от интервалов 
неопределенности для варианта метода с фиксиро-
ванными границами. Это утверждение иллюстриру-
ется графиком 5b).  

Этот вариант реализации является предпочти-
тельным при наличии априорной информации, что 
функция унимодальная и не имеет ограничений на 
область определения. В этом случае сходимость метода 
по критерию значения целевой функции будет суще-

Рис. 5. Варианты реализации метода сжимающихся интервалов
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ственно выше, чем для варианта метода с фиксиро-
ванными границами. Для мультимодальных целевых 
функций такой вариант реализации малопригоден. Как 
следует из рис. 5b), размер отбрасываемой области 
неопределенности большой. 

Он зависит от взаимного положения локального 
(зафиксированного на шаге) минимума и глобального 
минимума. В предельном случае, когда локальный 
минимум находится на границе, а глобальный минимум 
уже шага регулярной сетки, его величина может 
быть приблизительно равной исходному интервалу 
неопределенности. При этом величина усеченного 
интервала неопределенности уменьшится лишь на 
шаг сетки за счет смещения границ области неопре-
деленности. 

Использование того или иного варианта зависит 
от прикладной задачи. Вариант с фиксированными 
границами представляется предпочтительным при 
наличии априорной информации о предельных значе-
ниях переменных или об области определения функции. 
Например по физическим, геометрическим и т. п. 
ограничениям, свойственным конкретной прикладной 
области. Вариант с плавающими границами обеспе-
чивает возможность решения задач, для которых 
положение глобального в пространстве переменных 
априори неизвестно. На рис. 6 приведены резуль-
таты использования метода сжимающихся интер-
валов для функции Розенброка.

На рис. 6 (с–d) приведены траектории изменения 
центра интервала неопределенности как функции 
числа шагов. Оба варианта метод сжимающихся интер-
валов обеспечивают нахождением точки минимума 
для функции Розенброка.

Мультимодальная целевая функция

Рассмотрим особенности решения оптимизационной 
задачи в интервальной постановке для целевой поли-
модальной функции многих переменных. В рамках 
исходной постановки задачи в виде (1)–(2) требу-
ется определить значение одного набора параметров, 
соответствующего глобальному минимуму целевой 
функции.

Рассмотрим возможность применения интервальных 
методов сжимающихся интервалов к решению опти-
мизационной задачи для мультимодальных целевых 
функций. В качестве тестового примера используем 
функцию, представленную на рис. 4b).

Эта функция имеет 4 разнесенных минимума, в 
которых целевая функция принимает значения,  
близкие к 0. В верхней части таблицы 2 в колонке   
приведены оценки значений  и  для соответству-
ющих локальных минимумов. Эти значения получены 
методом сжимающихся интервалов путем выбора 
начальных границ области неопределенности таким 
образом, чтобы целевая функция была выпуклой и 
унимодальной.

Приведенные результаты по значению пере-
менных и целевой функции следует воспринимать 
как приближенные. Но это находится в полном соот-
ветствии с логикой интервального подхода. 

В нижней части табл. 2 приведены результаты 
применения двух вариантов метода: c фиксирован-
ными и плавающими границами. Они сходятся к 
разным точкам локальных минимумов. Для ряда 
прикладных задач системного анализа и параме-
трической идентификации факт наличия нескольких 
экстремумов в ряде случаев сам по себе является 
важным результатом. Таким образом, оптимизаци-
онная задача для мультимодальных функций в общей 
постановке включает в себя необходимость опреде-
ления их количества. 

Такая постановка имеет смысл, если целевая 
функция имеет разнесенные в пространстве пере-
менных минимумы. С учетом этого представляется 
актуальной постановка задачи поиска глобального 
минимума на случай поиска  кандидатов. Такую 
постановку представляется целесообразным иден-
тифицировать как  При такой постановке 
требуется найти  интервальных описаний для точек, 
потенциально являющихся решениями оптимиза-
ционной задачи. Соответственно, появляется еще 
один параметр метода , который задает количе-
ство таких точек. 

Направления дальнейших исследований

Необходимость применения интервальной поста-
новки оптимизационных задач на теоретическом уровне 
осознана достаточно давно [1], [7]. На прикладном 
уровне в настоящее время этот аппарат интенсивно 
применяется и развиваются специализированные 
методы решения задач параметрической иденти-
фикации моделей.

Кратко рассмотрим перспективные направления 
развития предлагаемого подхода, которые являются 
актуальными с практической точки зрения. Для широ-
кого круга практических приложений интервальная 
формулировка оптимизационной задачи является 
естественны подходом. Следует подчеркнуть, что 
для решения задачи поиска глобального минимума 
требуется использовать тот или иной вариант пере-
бора. Для задач большой размерности это означает 
существенное увеличение объема вычислений. Соот-
ветственно, одним из важных требований к методам 
решения является возможность эффективного распа-
раллеливания используемых алгоритмов.

Применительно к конкретным прикладным обла-
стям проблема реализации может быть решена за 
счет учета специфики прикладной области. Таким 
образом, речь идет о разработке специализированных 
оптимизационных интервальных методов. В этой связи 
может предложена классификация прикладных обла-
стей, представленная на рис. 7.  
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Рис. 6. Тестирование метода сжимающихся интервалов на функции Розенброка
исходные интервалы неопределенности 

параметры алгоритма: 

Таблица 2

d интервалы неопределенности по переменным x и y для двух реализаций
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В качестве иллюстрации приведем два примера 
применения интервальной постановки оптимизаци-
онных задач, учитывающих особенности прикладной 
области.   

В работе [6] предлагается процедура параметриче-
ской идентификации моделей химической кинетики, 
основанная на использовании предельно допустимых 
оценок для значений параметров при определении их 
интервальных оценок. Используется интервальная 
постановка оптимизационной задачи. Описана одна 
из особенностей этой предметной области, заключа-
ющаяся в том, что в общем случае для одной и той 
же модели могут существовать несколько наборов 
оптимальных параметров. Соответственно, рассматри-
вается случай мультимодальной целевой функции. В 
качестве критерия отбора наилучшего набора введен 
критерий устойчивости решения, который оцени-
вает степень влияния малых изменений параметров 
на точность описания экспериментальных данных.    

В статье [7] имеется описание алгоритма опре-
деления глобального минимума для стационарной 
системы жесткого реального времени. К этому классу 
относятся системы с фиксированными значениями 
времени на решение задачи. При этом превышение 
этого времени приводит к неприемлемым потерям. 

В качестве иллюстрации приведем характерные 
примеры применения интервальной постановки 
оптимизационных задач, учитывающих особенности 
прикладной области. 

В соответствии с предложенной классификацией 
параметрическая идентификация моделей химиче-
ской кинетики относится к классам задач «Разработка 
нестационарных моделей» и «Параметрической иден-
тификации». В принципе, это взаимосвязанные задачи. 
Неудовлетворительное решение задачи параметри-
ческой идентификации, количественно оцениваемое 
в виде большого значения целевой функции, свиде-
тельствует о необходимости модификации модели. 
Существенной особенностью этой прикладной области 
является необходимость описания динамики процесса. 
Сложность такой постановки диктует необходимость 
разработки узкоспециализированных методов.

В работе [8] описывается методика параметри-
ческой идентификации моделей химической кине-
тики, основанная на использовании предельно допу-
стимых оценок для значений параметров при опре-
делении их интервальных оценок. В работе описана 
формализованная процедура параметрической иден-
тификации моделей, основанная на использовании 
предельно допустимых оценок параметров, позволя-
ющая определять множество их значений, гарантиру-
ющих достижение требуемого качественного уровня 
описания экспериментальных данных, в том числе 
с позиций анализа влияния изменений требований 
к точности их воспроизведения. Описана одна из 
особенностей этой предметной области, заключаю-
щаяся в том, что в общем случае для одной и той же 
модели могут существовать несколько наборов опти-

Рис. 7. Классификация прикладных применений
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мальных параметров. Соответственно, рассматрива-
ется случай мультимодальной целевой функции. В 
качестве критерия отбора наилучшего набора введен 
критерий устойчивости решения, который оцени-
вает степень влияния малых изменений параметров 
на точность описания экспериментальных данных. 

В работах [9], [10] описана методика параметриче-
ской идентификации динамических систем с интер-
вальными параметрами к задаче нахождения констант 
скоростей химической реакции окисления нафта-
лина. Суть рассматриваемого подхода заключается в 
составлении целевой функции в пространстве грани 
интервальных параметров и характеризующей откло-
нение модельного решения от экспериментальных 
данных. Для целевой функции имеется возможность 
построить градиент и использовать для ее оптими-
зации методы первого порядка. В основе подхода 
лежит алгоритм адаптивной интерполяции, позво-
ляющий получать для прямых интервальных задач 
решение в виде явных параметрических множеств. 
Результатом применения является оценка интер-
валов для значений констант реакции. Вычисли-
тельные аспекты реализация методики на парал-
лельных вычислительных структурах рассмотрены 
в работе [11]. 

Можно утверждать, что для систем реального 
времени альтернативы использованию параллельных 
вычислительных структур для решения параметри-
ческой идентификации динамически систем нет [12].   

В статье [13] имеется описание алгоритма опре-
деления глобального минимума для стационарной 
системы жесткого реального времени. К этому классу 
относятся системы с фиксированными значениями 
времени на решение задачи. При этом превышение 
этого времени приводит к неприемлемым потерям. 
Эта работа представляет интерес с точки зрения 
оценки ресурсов для решения задач параметриче-
ской идентификации в системах управления жест-
кого реального времени

Работа выполнялась под патронажем министерства 
обороны США, что определило специфику поста-
новки задачи. Это нашло как отражение в названии 
метода «A guaranteed global optimization algorithm», 
так и в использованном вычислителе.

В качестве модельной использовалась задача 
определения расстояния до точки старта балли-
стической ракеты с помощью радара. Для оценки 
расстояния использовались данные с мультиспек-
трального датчика, находящегося на высоте 11 км. 
Вычислительная сложность проблемы заключалась 
в том, что при распространении электромагнитной 
волны в атмосфере, она взаимодействует с моле-
кулами разных газов и частицами вещества. Как 
следствие, электромагнитная энергия поглощается 
и рассеивается. 

Рассеяние и поглощение энергии описывается нели-
нейными зависимостями. Показания датчика суще-

ственным образом зависят от набора параметров, 
определяющих поглощающие свойства атмосферы. 
А именно: используемая частота радара, газовый 
состав атмосферы, включая концентрацию аэрозолей, 
температура. В частности, в работе акцентируется 
внимание на влиянии профиля распределения озона 
по высоте и оценке его текущего значения.  

Для расчетов использовалась модель MODTRAN 
[14]-[15]. При этом в режиме жесткого реального 
времени производилась оценка параметров модели, 
которая описывает концентрацию газов в атмосфере 
по результатам косвенных измерений.

Как и в методе сжимающихся интервалов, описы-
ваемый в [10] алгоритм использует регулярную сетку. 
При этом алгоритм гарантированного решения GOP 
(Global Optimization Problem) на первом этапе опре-
деляет границы области, где находится глобальный 
минимум, а далее находит точное положение мини-
мума в пространстве переменных. 

Алгоритм GOP работает при следующих условиях: 
1. Глобальный минимум один и имеет значение 

 
2. Локальные минимумы целевой функции разне-

сены в пространстве поиска  и по значению отлича-
ются на пороговую величину 

3. Размер области   глобального минимума (basin of 
attraction) измеряемый на уровне  известен.  

Для его реализации был добавлен компонент, 
обеспечивающий оценку области глобального мини-
мума. Для этого использовалась сетка, число узлов 
которой последовательно увеличивалось на фактор 2.

Представляется важным привести данные об архи-
тектуре и параметрах вычислителя, который обеспечил 
выполнение требований к системе. Использовалcя 
параллельный суперкомпьютер IBM Power4 центра 
ORNL Center for Computational Sciences. Суперком-
пьютер использует сетку из 27·32 процессоров, рабо-
тающих на частоте 1.3 ГГц. Для решения прикладной 
задачи потребовалось использование 441 процессора 
(55% от мощности суперкомпьютера). 

Заключение

1. Предлагаемый в работе класс методов находится 
в русле современных тенденций в части постановки 
оптимизационных задач в интервальной постановке 
[5], [6], [9]. 

2. Описанные варианты реализации алгоритма 
обеспечивают решение задач параметрической иден-
тификации для систем с относительно небольшой 
размерностью области параметров. 

3. Размерность области может быть увеличена 
либо при снятии ограничений на время решения 
задачи, либо при использовании вычислительных 
систем большой производительности. 

4. Существенно, что методы сжимающихся интер-
валов реализуется за конечное число шагов, что делает 
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их перспективными для использования в системах 
жесткого реального времени как для стационарных, 
так и систем встраиваемого класса. 

5. Метод перспективен для реализации на много-
ядерных вычислителях, что позволяет в значительной 
степени обойти проблему вычислительной сложности.   

6. Интервальная постановка оптимизационной задачи 
 представляется актуальной с практической 

точки зрения и представляет собой перспективную 
область для дальнейших исследований. 
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