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Поставлена и решена задача вероятностного 
оптимального гарантированного квантования 
окружности заданного радиуса, над которой 
располагаются точки фотосъёмки. Каждый квант 
окружности примыкает к другому кванту при 
условии равенства их граничных гарантирующих 
вероятностей. Определяется оптимальное 
количество точек фотосъёмки при заданных величине 
радиуса окружности, высоте точек фотосъёмки над 
окружностью при условии, что вероятность покрытия 
окружности достигает максимума.

The problem in probabilistic optimal guaranteed quanti-
zation of a circumference at a given radius, above which 
photosurvey points located is presented and resolved. 
Each circumference increment adjoins one increment pro-
vided that their outermost guaranteeing probabilities are 
equal. An optimal number of photosurvey points is de-
termined at preset circumference radius value, height of 
photosurvey points above circumference provided that 
probability to cover the circumference reaches the maxi-
mum.

Оптимальное гарантированное вероятностное квантование 
окружности равными дугами для перспективной аэрофотосъёмки

Optimal guaranteed probabilistic quantization of circumference by equal 
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Введение

В последнее время в различных сферах практиче-
ской деятельности людей стали активно применяться 
беспилотные летательные аппараты (БЛА). Возмож-
ность установки фото- и видеокамер совместно с нави-
гационной аппаратурой открывает возможность приме-
нения их в качестве инструмента получения геопро-
странственной информации. 

К популярным способам представления геопростран-
ственной информации относится модель местности 
(объекта), для построения которой может использо-
ваться перспективная аэрофотосъёмка [1, 2, 3], выпол-
ненная с борта БЛА.

При реализации перспективной аэрофотосъёмки одна 
или несколько фотокамер должны получить изобра-
жение по всей окружности. Для этого окружность с 
известным радиусом необходимо разбить на равные 
дуги, которые в дальнейшем будем называть кван-
тами. При этом окружность должна быть гарантиро-
ванно покрыта квантами. Таким образом, на практике 
возникает задача определения количества квантов, 
необходимых для покрытия окружности заданного 
радиуса, при условии, что вероятность покрытия ими 
всей окружности достигает максимального значения, 
а высота расположения точки фотосъёмки не выходит 
за допустимое значение. В математической постановке 
данная задача может иметь следующий вид

1 2018.indd   106 30.03.2018   11:49:59



 

ИНФОРМАЦИЯ и КОСМОС №1

20
18 107

                              

где n– количество квантов; h – высота точки фотосъёмки; 
hД – множество допустимых значений высоты точки 
фотосъёмки; p(n, h) – вероятность покрытия окруж-
ности квантами.

Для решения данной оптимизационной задачи в 
настоящей статье представлен научно-методический 
аппарат оптимального квантования на окружности, 
который является дальнейшим развитием идеи опти-
мального квантования на плоскости и в пространстве, 
рассмотренной в статье [4]. 

Расчёт длины и числа квантов на окруж-
ности

Исходные посылки следующие. Над окружностью 
радиусом r на расстоянии h находится отдельный точка 
фотосъёмки A, осуществляющая сбор информации с 
части дуги окружности (рис. 1). Диапазон сбора инфор-
мации определяется величиной угла . Требуется опре-
делить величину дуги окружности, контролируемой 
в диапазоне угла , а также число таких дуг, умеща-
ющихся на всей окружности.

После выполнения необходимых выкладок, получим 
следующие выражение для определения величины 
угла  внутри окружности:

                                            (1)
Тогда число квантов на окружности по углу  (1) и 

для сравнения по углу  будут равны:

                                                                                   (2)

При выводе формулы (1) промежуточные преоб-
разования опущены. Для проверки корректности 
данной формулы рассмотрим частный случай, когда 

 В данном случае ок-
ружность радиуса r вписана в квадрат со стороной, 
равной 2r. Как следует из формулы (2), число квантов 
на окружности будет равно 4. 

Следует заметить, что число квантов на окруж-
ности при квантовании не всегда может быть целым 
числом. Это замечание очень важно для решения в 
дальнейшем задачи о гарантированном оптимальном 
вероятностном квантовании окружности. 

Определение вероятности охвата кванта 
окружности

Точка фотосъёмки A, расположенная за преде-
лами контролируемой окружности, характеризу-
ется плотностью вероятности нормального распре-
деления с известными значениями параметров  

 Для определения 
вероятность покрытия из точки фотосъёмки распо-
ложенного под ним кванта окружности при следу-
ющих данных: 

       
 

Представим зависимость величины угла  от вели-
чины угла  в виде (1), а вероятность покрытия угла 

 точкой фотосъёмки составит:

Гусеница Я.Н. и др. Оптимальное гарантированное вероятностное квантование окружности равными ...

Рис. 1. Взаимосвязь используемых геометрических параметров
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                                                              (3)

Определение параметров квантов с учётом 
граничной гарантируемой вероятности

Предположим, что исходной плотностью вероят-
ности служит f(x). В данном случае предполагается, что 
плотность вероятности f(x) ограничена слева и справа 
по оси абсцисс на величину d, которая зависит от гаран-
тируемой вероятности следующим образом: 

                                                                     (4)

где  – параметр влияния внешней среды. Таким 
образом, квантиль d представляет собой функцию, зави-
сящую от вида плотности распределения f, значения 
её параметра  и значения ограничительной (допу-
сковой) вероятности q.

Полагая, что нормирование плотности вероятности 
будет зависеть от значения параметра  и определя-
ется константой  плотность вероятности величины 
размаха случайной величины при произвольном значении 

 будет представлена как Тогда величину d 

следует определять из уравнения    
Предположим, что известно конечное математическое 

ожидание
     

Величина квантуемой неслу-

чайной величины по окружности известна и равна 
Тогда при указанных допущениях вероятность пред-
ставления квантованной величины окружности может 
быть записана в виде: 

                       (5)

В формуле (5) символ E означает целую часть числа. 
Сначала зададим величину гарантируемой веро-

ятности q, а затем по формуле (5) определим d. При 
этом в качестве параметра  целесообразно принять 
среднеквадратическое отклонения (СКО)  В боль-
шинстве прикладных задач берётся плотность вероят-
ности нормального распределения, а для неё наиболее 
информативным параметром  является СКО  харак-
теризующее меру разброса случайной величины 
относительно математического ожидания m. После 
решения уравнения (1) и определения величины d 
следует проверить условие нормирования исходной 
плотности вероятности, означающее равенство единице 
интеграла от плотности на всей её области задания. 
Если это не выполняется, то необходимо дополнительно 
найти константу нормирования  и на неё умножить 

исходную плотность вероятности. После этого следует 
записать исправленное выражение (5): 

                               (6)

Уравнение (6) необходимо решать численным методом. 
При этом значения параметра  следует изменять в 
некотором диапазоне его значений с заранее выбранным 
шагом. В полученном наборе значений решения урав-
нения существует одно решение, принимающее макси-
мальное значение. Поясним качественно это утверж-
дение. Если величина кванта мала, тогда потери при 
квантовании будут большими за счёт большого числа 
величин d. Если величина кванта будет достаточно 
большая, тогда потери будут также большими за счёт 
дополнительного (лишнего) кванта, который вводится 
для того, чтобы на нём поместить остаток неполной 
дуги, получающийся в процессе квантования всей 
окружности  Поэтому существует такая вели-
чина кванта, при которой выражение (6) достигает 
максимума. 

В нашем случае исходной плотностью вероят-
ности для процесса квантования должна быть плот-
ность вероятности не f(x) при x=a, а плотность веро-
ятности случайной величины  которая связана с  
нелинейной зависимостью (1). Обозначим эту плот-
ность вероятности как 

Определение плотности вероятности вели-
чины кванта

Для решения данной задачи воспользуемся постро-
ением плотности вероятности на основе использования 
дельта-функции Дирака. Запишем искомую плотность 
в виде:

  
                (7)

где  – дельта-функция Дирака. Однако получить 
компактное выражение для искомой плотности веро-
ятности при сложном нелинейном преобразовании 
достаточно затруднительно. Поэтому воспользуемся 
приближённым решением (7) на основе линейного пред-
ставления выражения (1), заключённого в аргументе 
дельта-функции (7). Ограничившись четырьмя членами 
ряда, получим:

                                          (8)

Однако и в таком виде (8) найти  затруднительно. 
Поэтому ограничимся только первым членом ряда (8), 
и тогда получим (7) в виде:
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На рисунке 2 приведены графики зависимости (9): 
для  при   при  при     

 при  При известных значениях  и  
рекомендуется построить плотность вероятности  и 
в дальнейшем её использовать в процессе оптимального 
гарантированного квантования с уровнем гарантии 

          
Рис. 2. Плотности вероятности величины кванта

Для оптимального квантования, используя базовую 
нормальную плотность вероятности  со значениями 

параметров
  

Радиус  высота центра 

фотографирования  Значение гарантированной 
вероятности между квантами   Параметр влияния 
на форму плотности вероятности  изменялся от

  
до   

 с шагом минус единица в знаменателе дроби. Вычис-

ление плотности вероятности для квантования выпол-

нялось по формуле
  

 Анали-

тическая форма линеаризованной плотности вероят-
ности имеет следующий вид:

          
Рис. 3.Зависимость вероятности квантования 

окружности от СКО кванта

               

Математическое ожидание  а СКО  
Это обозначение параметра СКО в дальнейшем отождест-
вляем с параметром влияния, который в примере изме-
нялся в интервале [0,40…1,80] со значением шага 0,2. 
На рисунках 3 и 4 показаны графики функций  и 

Максимальная вероятность квантования окруж-
ности  достигается при параметре влияния 

  и значении квантиля   соответству-
ющих гарантийной вероятности  зон ограничения 
квантов-дуг. Хотя максимальное значение вероятности 
в данном примере не велико, но оно подтверждает прин-
ципиальность утверждения о существовании опти-
мального решения рассматриваемой задачи.

Если затрагивать практическую направленность 
решаемой задачи, связанной с ситуацией, когда точка 
фотосъёмки располагается, например, над Землёй, то 
следует иметь в виду величину радиуса Земли, равного 
приблизительно 6400 км. Это означает, что величина 
допустимой величины высоты не должна быть больше 
640 км. Очевидно, что для решения ряда практических 
задач это вполне устраивает исследователя. Если же 
необходимо решать задачу, когда величина высоты 
больше радиуса окружности, тогда нужно найти другой 
подход к решению.

Заключение

В статье поставлена и решена задача вероятност-
ного оптимального квантования окружности заданного 
радиуса равными квантами при условии, что веро-
ятность покрытия ими всей окружности достигает 
максимального значения. 

Полученные результаты позволяют сформулиро-
вать рекомендации для решения практически задач, 
когда высота точки фотосъёмки, расположенной над 
окружностью, больше и меньше её радиуса.

            
Рис. 4. Зависимость величины квантиля от СКО 

кванта
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