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Математический аппарат непрерывных и 
дискретных процессов Маркова нашел широкое 
применение при оценке параметров процессов 
в инфокоммуникационных и радиотехнических 
системах. В статье рассмотрена задача оценки 
состояний дискретного параметра (ДП)  наблюдаемой 
системы, последовательность которых может быть 
представлена моделью многосвязной цепи Маркова. 
Разработан алгоритм оценки состояний ДП системы 
и исследована его эффективность при изменении 
статистических характеристик наблюдаемого 
сигнала.

Mathematical apparatus of continuous and discrete 
Markov processes has found extensive application in 
evaluation of process parameters in infocommunications 
and radio systems. The article considers problem of ob-
served system discrete parameter (DP) states assess-
ment the sequence of which states can be represented 
by high order Markov chain model. System DP states as-
sessment algorithm has been developed, and this algo-
rithm effectiveness has been investigated in the process 
of observed signal statistical characteristics variation.

Апостериорная оценка состояний многосвязной цепи Маркова

Posteriori evaluation of high order Markov chain

Введение

Математический аппарат непрерывных и дискретных 
процессов Маркова нашел широкое применение при 
оценке параметров процессов в инфокоммуникаци-
онных и радиотехнических системах. Основы марков-
ской теории оптимального нелинейного оценивания 
(МТО) были заложены Р. Л. Стратоновичем и неза-
висимо от него с середины 60-х гг. разрабатывалась 
Г. Дж. Кушнером и А. Б. Баггероэром. МТО нашла приме-
нение при решении разнообразных радиотехнических 
задач в исследованиях Н. К. Кульмана, В. И. Тихо-
нова, В. Н. Харисова, М. С. Ярлыкова, М. А. Миронова, 
А. Н. Ширяева, А. Н. Детинова, В. П. Дмитриева, 
Д. Снайдера, И. Н. Амиантова и других авторов. 

Исследования, представленные в монографии 
И. Н. Амиантова [1], были в дальнейшем продолжены 
коллективом авторов: Е. П. Петров, А. В. Частиков, 
Д. Е. Прозоров, Е. В. Медведева, И. С. Трубин и др. при 
решении задач: нелинейной фильтрации импульсных 
сигналов, фильтрации и сегментации изображений и 
видеопоследовательностей, поиска и кодовой синхро-
низации сигналов цифровых систем связи и других 
областях [2–6].

В данной работе результаты исследований, полу-
ченные в монографии [6], обобщаются на оценку дискрет-
ного параметра системы, описываемого моделью много-
связной цепи Маркова произвольного порядка. 
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Постановка задачи

Пусть наблюдаемая система описывается несколь-
кими параметрами, один из которых  подлежит опре-
делению, а остальные несущественны. Будем также 
полагать, что параметр  изменяется в дискретные 
моменты времени  может принимать конечное 
количество состояний  и подвергается воздей-
ствию аддитивной помехи 

                            (1)

с заданной плотностью вероятности 
Требуется разработать алгоритм оценки дискрет-

ного состояния параметра  наблюдаемой системы в 
момент времени 

Модель многосвязной конечной цепи 
Маркова

Если корреляционная зависимость между состо-
яниями  и  убывает по экспоненциальному или 
близкому к нему закону и ограничена интервалом 

 то, в соответствии с теоремой Дуба [7], для 
оценки состояний  можно использовать хорошо разра-
ботанную теорию процессов Маркова.

Многосвязная (связности m) однородная цепь Маркова 
с  состояниями описывается вероятностями пере-
ходов вида [7,8]

                                      (2)

 и вектором вероятностей началь-
ных состояний

                                                              (3)

Условные вероятности переходов (2) могут быть 
представлены в виде матрицы вероятностей пере-
ходов размера 

                                                     (4)

где 
Матрицы вида (4) неудобны для формирования 

уравнений оценки апостериорной вероятности цепи 
Маркова. В работе [9] представлен метод преобразо-
вания таких матриц к «квадратному» виду.

Сформируем векторы 

                                                     (5)

длины  Количество различающихся векторов  
равно  Преобразование (5) порождает простую цепь 
Маркова – векторную последовательность  
с матрицей вероятностей переходов размера 

При известных условных вероятностях (4) можно 
определить вероятности перехода этой простой цепи 
Маркова [9, 10]:

      (6)

где 
Пример 1.
Пусть  Тогда переходные вероятности 

(6) принимают вид

                (7)

где 
Обозначим   

 Переходные вероятности (7) образуют 
матрицу размера 

                                                 (8)

где 
Нулевые элементы матрицы (8) соответствуют 

вероятностям невозможным событий.
На рис. 1 представлена диаграмма переходов для 

цепи Маркова с матрицей вероятностей переходов (8).
Подобным образом можно получить матрицы пере-

ходных вероятностей для общего случая  
Для элементов «квадратных» матриц вида (8) должны 
соблюдаться условия нормировки

                                                            (9)
и согласованности

                                                   (10)

Прозоров Д.Е., Плетнёв К.Е., Яшина А.Г. Апостериорная оценка состояний многосвязной цепи Маркова



РАДИОТЕХНИКА И СВЯЗЬ

48

где  – безусловная вероятность векторного 
состояния 

В работе [9] показано, что для введенной таким 
образом простой цепи Маркова соблюдаются разностные 
уравнения

                                                         (11)

где  – вектор безусловных вероятностей всех 
возможных комбинаций из m состояний на k-м шаге. 
Например, для 

                                                   (12)

Апостериорная вероятность состояний 
многосвязной конечной цепи Маркова

Запишем апостериорную плотность вероятности 
возможных состояний вектора  [1]:

                (13)

Многомерная апостериорная плотность вероят-
ности последовательности  находится по 
формуле обратной вероятности

   (14)

  – многомерная функция правдоподобия, 
 – априорная многомерная плотность 

вероятности последовательности ,  – коэф-
фициент нормировки.

Так как шум  является некоррелированным 
(1), то функцию правдоподобия  можно 
преобразовать к виду 

                                    (15)

где 

Для цепи Маркова априорная плотность вероят-
ности  может быть определена через 
произведение [11,1]

                      (16)

где  – плотность вероятности перехода от 
векторного состояния  к состоянию 

Подставляя (14–16) в (13), получим 

                                (17)

Поскольку

              

то уравнение (17) можно преобразовать к рекуррент-
ному виду, более удобному для вычислений

(18)

Рис. 1. Диаграмма переходов сложной цепи Маркова 
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По аналогии с работами [5, 10] представим плот-
ность условной вероятности  в форме

        (19)

где  означает j-е векторное состояние цепи Маркова 
на -м такте, – дельта-функция Дирака,  – 
модуль аргумента,  – элемент матрицы 
вероятностей переходов вида (8).

Запишем распределение апостериорных вероят-
ностей  в виде

                               (20)

и, подставив (19), (20) в (18), получим

        (21)

Используя фильтрующее свойство дельта-функции, 
после интегрирования уравнения (21) получим систему 
из  уравнений для апостериорных вероятностей 
векторных состояний 

 (22)
где  – логарифм функции правдоподобия -го 
векторного состояния в -м такте.

Уравнения нелинейной фильтрации

Рассмотрим в качестве примера синтез уравнений 
нелинейной фильтрации цепи Маркова со связностью   

 (простая цепь) и  (сложная цепь). 

Пример 1 
Пронормируем уравнения (22) на   

где  – логарифм функции правдоподобия 
выборки белого гауссовского шума, и прологариф-
мируем результат. Учитывая, что при  имеем 

 получим

               (23)

В уравнении (23)

                                                                                         
–

– логарифм отношения правдоподобия j-го состояния 
  

Распознавание состояний  осуществляется в соот-
ветствии с критерием максимума апостериорной веро-
ятности

                                         (24)

Устройство для оценки состояний дискретного 
параметра  наблюдаемой системы, реализующее 
уравнение (23) и критерий (24), представлено на рис. 
2. Здесь «D» – дискриминатор, «NF» – каналы нели-
нейного фильтра, «DU» – решающее устройство.

На рис. 2 вектором  обозначен N-й столбец матрицы 
вероятностей переходов  нелинейная функция  
выполняет преобразование

                                          (25)

Пример 2 
Учитывая, что при 

                      (26)

Рис. 2. Структура устройства для оценки состояний дискретного параметра  (при )
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где  – логарифм отношения 
правдоподобия r-го состояния  системы в k-м такте, 
получим

            (27)

Распознавание векторных состояний  осущест-
вляется по правилу

                                  (28)

Приемное устройство, соответствующее уравне-
ниям (27) и критерию (28), представлено на рис. 3. Здесь 
«D» – дискриминатор приемного устройства, «DU» – 
решающее устройство.

Поскольку  то

                             (29)

Эксперимент

Пример 1. Пусть матрица вероятностей переходов 
(МВП) между дискретными состояниями  наблю-
даемой системы имеет вид:

                                                 (30)

Многосвязную цепь Маркова с вероятностями пере-
ходов (30) можно синтезировать с помощью алгоритма, 
изложенного в работе [12]. Автокорреляционная функция 
такой цепи представлена на рис. 4.

Система уравнений для оценки дискретных состо-
яний, последовательность которых аппроксимируется 
цепью Маркова со связностью  имеет вид (27). 
Структура соответствующего устройства обработки 
показана на рис. 3.

Результаты статистического моделирования устрой-
ства (рис. 3) представлены на рис. 5. Кривая 1 на рис. 5 
соответствует вероятности правильного распознавания 
состояний  в зависимости от количества измерений. 

Видно (рис.5), что вероятность правильного распоз-
навания состояний  увеличивается с ростом количе-
ства измерений дискретного параметра наблюдаемой 
системы. Переходный процесс завершается, ориен-
тировочно, после пяти–шести измерений. При этом 
выигрыш в вероятности правильного распознавания 
состояний дискретного параметра  составляет 7,7% 
в устоявшемся режиме.

Следует отметить, что при решении задачи оценки 
состояний многосвязной цепи Маркова необходима также 
корректная оценка порядка цепи. Пусть, например, 
связность цепи Маркова, аппроксимирующей после-
довательность  с МВП (3) оценена неверно и пред-
полагается, что цепь является простой  Тогда 
система уравнений (23) принимает вид:

           

Рис. 3. Структура устройства для оценки состояний дискретного параметра  (при )
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Рис. 4. Автокорреляционная функция цепи Маркова связности  с матрицей 
вероятностей переходов (30)

Рис. 5. Вероятность правильного распознавания состояний 
дискретного параметра  (отношение сигнал/шум: –3 дБ)
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                            (31)

Оценка вероятностей переходов между состояниями 
 при ошибочном предположении, что многосвязная 

цепь Маркова с МВП (30) является простой цепью, 
даст следующую МВП:

                                                                   (32)

Кривая 2 на рис. 5 соответствует вероятности 
правильного распознавания состояний  в зависи-
мости от количества измерений при использовании 
системы уравнений (31) с параметрами (32) и реша-
ющего правила (24). Видно, что ошибочная оценка 
порядка цепи Маркова приводит к снижению веро-
ятности правильного распознавания состояний .

По мере приближения вида корреляционной функции 
дискретного параметра  к экспоненциальной зависи-
мости выигрыш от применения моделей цепей Маркова 
высоких порядков уменьшается.

Пример 2. Пусть матрица вероятностей переходов 
между дискретными состояниями  наблюдаемой 
системы имеет вид:

                                                        (34)

Автокорреляционная функция такой последова-
тельности представлена на рис. 6.

Оценка вероятностей переходов между состояниями 
 при предположении, что многосвязная цепь с МВП 

(34) является простой цепью Маркова:

                                                                   (35)

Кривые 3 и 4 на рис. 5 соответствует вероятности 
правильного распознавания состояний  при использо-
вании: системы уравнений (27) с решающим правилом 
(29) и МВП (34) и системы уравнений (31) с решающим 
правилом (24) соответственно. Выигрыш в установив-
шемся режиме при использовании модели цепи Маркова 
второго порядка в данном случае составляет 2,1% по 
отношению к результатам оценок при использовании 
модели простой цепи.

Заключение

Повышение порядка связности m цепи Маркова, 
аппроксимирующей смену дискретных состояний наблю-
даемой системы, приводит к усложнению структуры 
устройства обработки (рис. 2, рис. 3). Поэтому в общем 
случае требуется искать компромисс между досто-
верностью оценки параметров наблюдаемой системы 
и затратами на реализацию устройства обработки. 
Применение моделей многосвязных цепей Маркова 
наиболее эффективно при оценке дискретных состо-
яний наблюдаемой системы, корреляционная зависи-
мость которых существенно отличается от экспонен-
циальной (рис. 4, рис. 6).

Исследование выполнено в рамках проектной части 
госзадания Министерства образования и науки РФ, 
заказ № 8.586.2014/К.

Рис. 6. Автокорреляционная функция цепи Маркова связности 
с матрицей вероятностей переходов (34)
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